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Объем спроса товара зависит от ряда факторов и в значительной степени определяется
наличием конкурирующих (взаимозависимых) и взаимодополняющих товаров. Чтобы изу-
чить процесс формирования рыночного спроса системы «товар + конкурирующий товар +
взаимодополняющий товар» и дать достаточно точное описание динамики этого процесса, в
работе [1] в основу математической модели положена система дифференциальных уравнений
в виде обобщенных уравнений логистической модели
x′1 = x1(r1−γ1x1−a12x2+b13x3), x′2 = x2(r2−γ2x2−a21x1), x′3 = x3(r3−γ3x2−a31x1). (1)
В данной системе товары X1 и X2 являются конкурирующими, а X3 взаимодополня-
ющим товаром к X1. Переменные x1, x2, x3 средние значения объемов спроса товаров
X1, X2, X3 соответственно. Параметры ri, (i = 1, 2, 3) отвечают за управление. Физи-
ческий смысл управлений может быть различным в зависимости от целей исследования
(например, изменение цены, улучшение потребительских свойств, реклама). Коэффициен-
ты γi (i = 1, 2, 3) характеризуют исчерпание ресурсов рынка по мере его насыщения, а
a12 и b13 — конкурирующее или стимулирующее взаимодействие товаров X1, X2 и вза-
имодополняющих X1, X3. Коэффициенты a21 и a31 показывают влияние на изменение
объемов спроса товаров X2, X3 величины спроса товара X1. Все параметры системы (1)
неотрицательны.
Такая модель учитывает не только факторы, связанные с взаимодействием товаров на
рынке, но и ограниченность ресурсов рынка. Но она, на наш взгляд, обладает некоторыми
недостатками. Так, например, она неправильно учитывает влияние объема спроса товара
X1 на изменение объема спроса X3. Поскольку товары X1 и X3 взаимодополняющие,
то увеличение объема спроса на один товар должно влечь увеличение объема спроса на
второй товар, как это сделано в первом уравнении системы (1). Поэтому в третьем уравнении
заменим −a31 на +b31 и запишем модель спроса конкурирующих и взаимодополняющих
товаров
x′1 = x1(r1−γ1x1−a12x2+b13x3), x′2 = x2(r2−γ2x2−a21x1), x′3 = x3(r3−γ3x2+b31x1). (2)
С точки зрения приложений системы (2) наибольший интерес представляет изучение
поведения решений, находящихся в первом октанте. Отметим, что решение, начинающееся
на координатной оси или плоскости, не покидает их в дальнейшем. Значит, в рамках данной
модели, если на рынке не было спроса товара в некоторый момент, то его не будет и в
дальнейшем.
Теория устойчивости и теория управления движением 9
Исследуем характер особых точек системы (2). В общем случае их восемь. Семь из них
расположены на координатных осях или плоскостях, и только одна может не принадлежать
им. Приведем ее координаты:
x1 = −(b13 ∗ γ2 ∗ r3 − a12 ∗ γ3 ∗ r2 + γ2 ∗ γ3 ∗ r1)/Q,
x2 = (a21 ∗ b13 ∗ r3 + b13 ∗ b31 ∗ r2 + a21 ∗ γ3 ∗ r1 − γ1 ∗ γ3 ∗ r2)/Q,
x3 = (a12 ∗ a21 ∗ r3 + a21 ∗ b31 ∗ r2 − b31 ∗ γ2 ∗ r1 − γ1 ∗ γ2 ∗ r3)/Q. (3)
где Q = (a12 ∗ a21 ∗ γ3 + b13 ∗ b31 ∗ γ2 − γ1 ∗ γ2 ∗ γ3).
Получены следующие результаты.
1. Если точка с координатами (3) лежит в первом октанте и асимптотически устойчива,
то почти все траектории из первого октанта стремятся к ней при t→∞.
2. Если точка с координатами (3) не лежит в первом октанте или неустойчива, то в
зависимости от начальных данных траектории стремятся к одной из особых точек, лежащих
на границе первого октанта.
В первом случае это значит, что на рынке наступает равновесие, во втором — спрос одного
или двух товаров исчезает.
Для практического использования данной модели актуальным является подбор парамет-
ров системы (2). Для этого перепишем ее в следующем виде
x′1/x1 = r1−γ1x1−a12x2+ b13x3, x′2/x2 = r2−γ2x2−a21x1, x′3/x3 = r3−γ3x2+ b31x1. (4)
Теперь каждое уравнение системы (4) можно рассматривать как уравнение множествен-
ной регрессии, где экзогенными переменными полагаются средние значения объемов спроса
товаров за небольшие промежутки времени, а эндогенными переменными являются их от-
носительные изменения за эти промежутки времени. Модель (4) можно идентифицировать
на основе данных статистических отчетов.
Кроме теоретического исследования поведения решений системы (2) проводилось их гра-
фическое построение в системе Matlab/Simulink.
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Задача стабилизации систем — одна из основных проблем качественной теории управ-
ления. При ее решении возникает необходимость построения регуляторов для обеспечения
устойчивости замкнутой системы. Проблема стабилизации представляет интерес для иссле-
дования, так как свойство устойчивости реальных систем управления является их важней-
шим на практике свойством. Рассмотрим дескрипторные системы с запаздывающим аргу-
ментом с точки зрения их стабилизации при воздействии регулятора, построенного по прин-
ципу обратной связи. Такие системы достаточно достоверно описывают в физически реаль-
ных переменных работу систем автоматического управления и технологические процессы.
Рассмотрим систему вида
Sx˙(t) = A0x(t) +A1x(t− h) + bu(t), t > 0,
